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Abbildungen ohne Brechzahlanderung

Aus der Mathematik snd Geometrien bekannt, die Abbildungen ohne Brechzahl&nderung gestatten.
Se weisen Eigenschaften aus, vermittels einer Richtungsdnderung (Reflexion) enes Strahls am
Kurvenkdrper gleiche Sgndlaufzeiten zwischen zwel Brennpunkten (einer davon kann im
Unendlichen liegen) zu erziden. Damit entstehen Moglichkeiten, gezidt Impulse von einem Ort zum
anderen zu Ubertragen, wobel die Festlegung der Verbindung zwischen Orten Uber die Geometrie
der Brechungspunkte oder Reflexionspunkte entschieden wird. Mithin erkennt man an der &ul¥eren
Geddt eines neuronden Gebietes die Art der Verknipfung zwischen verschiedenen Bezirken oder
Punkten.

Orthogonale Matrix

Im Gegensatz zur Wdlenausbreitung im frelen Raum ist es in dektrischen Netzwerken mdglich,
'Strahl' und Leatbahnverlauf beliebig zu krimmen. Eine hyperbolische Abbildung kann entzerrt, dh.
orthogondisiert werden, wenn ein zentrischer Strahlengang vermieden wird. Dazu ist es nétig, den
Quell- oder Senkenpunkt der Impulse linienhaft zu gestalten. Stehen applikationsbedingt prinzipiell
nur Letbahnen mit begrenzter Ausbreitungsgeschwindigkeit zur Verfigung, eignet sch ein binarer
Baum fir diesen Zweck. Das Bild zeigt eine zweldimensonde Anordnung mit einfacher Redundanz
(vier Ubertragungskandle), die durch bindre Baumschaltungen angesteuert wird.

Orthogonae Matrix.

Zur Linearisierung werden
bindre Baume eingesetzt,
die aus einem Quellimpuls P
(Senken- 1.) eine geradlinig
fortschreitende Welle W
erzeugen.
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Durch den bindren Baum wird jeder Qudlimpuls P zur ebenen Welenfront W aufgeféchert. Die
Laufzet vom Stanm zu dlen Bldten kann durch sorgfdtige Symmetrierung jeder
Audfacherungsebene gleichgrol’ gestatet werden.

Sind in einer Anwendung zuséizlich Letbahnen rediserbar, die eine vernachlassigbar kleine Laufzeit
bestzen, schmilzt der Bindbaum auf den Qudl- oder Senkenknoten zusammen. Eine
Abbildungsschatung mit Schieberegistern macht von dieser Méglichkeit Gebrauch.

P | Schieberegist «—
:L _ Entzerrte Abbildungsmatrix
; mit Schieberegistern.

W g 5:? An je einem Kreuzungspunkt
o %‘ von vier aus den Himmels-
§ ) richtungen kommenden
= @ Leitungen liegt ein Multi-

@ ® plizierer fur vier Variablen.
Die dargestellten Leitbahnen

s0llten hinreichend verzo-
gerungsfrel sain.

N

—>  Schieberegister |

Die verzogernde Letbahn it die Schieberegisterkette selbst. Alle anderen Leitbahnen besitzen
vernachlddgbare Laufzeit. Im Gegensatz zur Baumrealisierung, bel der die Wellenfront orthogonal
auf den Se tragenden Letbahnen steht, verschiebt sch bem Schieberegister die Welenfront W
pardld zur Letbahnausrichtung. Esist zu beachten, dald mit der Benutzung von Schieberegistern der
gesamte Informationsflul? zatlich diskretisert wird. Esist nicht moglich, vollstandig geférbte Spaten,
Zeilen oder Héchen in einem Zyklus zu Ubertragen, ohne Interferenzfehler zu verursachen, sehe
dazu Abschnitt Kenngr6f3en von Pul sinter fer enzsystemen.

Weéllenfunktion an einem Ort der Matrix

Begtzt ene eindimensonde Wele die Dargdlung einer Ortszeitfunktion

fix,t) = f(t- 7),

90 lassen sich die Zeitfunktionen aler Koordinaten eines Paares gegeneinanderlaufender Wellen g,
g, u )

fx,t) = 01t- DA GG- T

besimmen. Die Interferenz gegeneinanderlaufender Wellen sdlt das Fdtungsntegra oder be
diskreter Betrachtung eine Faltungssumme (Summe der Partidprodukte bzw. Mittelwert) dar.

Das Symbol A wird angtelle des Multiplikationssymbols benutzt, um die Nutzung anderer
I nterferenzoper atoren zuzulassen.

Kreuzen sch zwel Wedlen unter beliebigem Winked entlang der Richtungen x und y (x und y snd
nicht notwendig orthogona zueinander), gilt fir jeden Punkt P(x,y)

fx,y,t) =g(t- ) Ah(t- J).
Fiir die orthogondle Matrix gilt folglich fiir jeden Punkt P(x,y)

fy,t) =0i(t- HAgE-t)Ahit- HAhE-t
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Vierfach- Faltungsintegral

In jedem Punkt der Matrix ig das (Fatungs) Integrad Uber dle enlaufenden, miteinander
verknipften Funktionen (X, y, t) zu bilden.

t2 t2 . . . .
(., 1) = Of (., e :to{gl(t - HAGE- ) Ahyt- HANE- t)]d

Matrixnotation der Wdlenfunktion

Zur Smulation enes orthogonden Interferenzfeldes kann ene Matrix- Notation nltzlich san. In
Matrixschreibweise haben wir es mit Matrix- Matrix- Multiplikationen zu tun. Werden die
einkommenden Pulsfolgen ds Vektoren aufgefdd, die sch jewells von Zeitpunkt zu Zeitpunkt um
ene Matrixpostion verschieben, so entspricht ein Orts- Zeithild eines solchen Vektors der
Zusammenfasaung dler jewells um eine Position verschobenen Zeilen bzw. Spdten. Die 6rtliche und
zeitliche Matrixdarstdlung eines interferenziellen Ubertragungskands entspricht demnach einer
Bandmatrix. Wird zur Vereinfachung der Dargelung davon ausgegegangen, dal3 sch die
Information auf einem Ubertragungskand zyklisch wiederholt, dh. dal3 auf a, wiederum a, fdgt,
entsteht eine symmetrische Matrix (symmetrische Matrix: A= A, Zeilen und Spalten vertauschbar).

&a; a, -+ ap C &by by -+ by (

a; - a, a3 = b, - by b
An,n:E .2 n ! :, Bn,n:E .2 n ! -
ean ai dn-1 € ébn bl bn-l {

Dasin der i-ten Zeile und k-ten Spate stehende Element einer beliebigen, kettbaren Produktmatrix
C(n,m) = A(n,p)*B(g,m) ergibt sich als Skaarprodukt des i-ten Zeilenvektors mit dem k-ten
Spaltenvektor.

Die aus A und B entstehende Produktmiatrix

Chn =AnnBn;

is zu A und B antisymmetrisch, ihre erste Zeile entspricht der letzten Spdte etc.

Cik = Ci(-i+n+n), C* C.

Folgende Regeln sind fr die Multiplikation von symmetrischen X' und antisymmetrischen Matrizen
X* herletbar:

AB =C*
AB:=C
A*B =C
A* B* = C

Be der Bildung enes mehrkandigen Interferenzproduktes ist in Andogie zur Physk (dehe
Unter bestimmte Abbildungen) die Richtung und Reihenfolge der Multiplikation zu beachten. Fir
die Multiplikation einer Rehe symmetrischer Matrizen ((AB)C')D', wie fur die paawese
Multipliketion dternierender Matrizen (A'B* )(C'D*) dterniert die Symmetrierichtung, diese Formen
snd burdtfre.

Die Summetion der Patidprodukte p, be der Multipliketion der Zeilen- und Spatenvektoren
entspricht inhdtlich ener Integration des Signds. Fur Signale der Hohe h entstehen pro Element
ene Produktmatrix n zu summierende Partidprodukte, entsprechend ist die Signahthe des
Ergebnissignals pro Matrixprodukt durch nh® zu dividieren, wenn n die Dimenson der

72



G.Heinz  Neuronale Interferenzen  Abbildungen ohne Brechzahl&nderung

quadratischen Matrizen darstelIt.

Y=(55)° (A'B))C/)D = (-5)° (A'B*)(C'D*)

Diese Ergebnismatrix des vierfach- Interferenzproduktes zeigt am Korrekturfaktor, wie jeder
hinzugenommene Ubertragungskana das Ergebnis zur Potenz schérft.

Elliptische Abbildung

Man versent die Ellipse d's den geometrischen Ort dler Punkte einer Ebene, fir die die Summe der
Abgtdnde von zwel Brennpunkten F, F' kongtant i<t

Entsprechend sind Uber beliebige Randpunkte gehende Laufzeiten zwischen beiden Brennpunkten in
ihrer Summe kongtant. Folglich kann eine Abbildung von einem Punkt F in einen Punkt F' Cber dle
Wege Ubertragen werden, die die Randkurve einer Ellipse ds Spiegelflache besitzen, wenn diese
Punkte Brennpunkte der Ellipse snd. Fir die Ellipse gilt

g+h =2a=vt

a?=b? +e?

wobel a und b die halben Langen der Hauptachsen darstellen, e die Exzentritét der Ellipse und g
und h die betrachteten Radiusvektoren (L e tbahnabschnitte) sein mogen.

Im folgenden Bild ist eine Abbildung mit drel Letbahnen von F nach F' dargestdlt. Se bestzen
diedbe Laufzeit vt = g + h = 2a. Ein Erregungampuls, der von F ausgeht, kann mit einem
multiplikativ wirkenden Emfanger genau im Ort F' nachgewiesen werden, wenn die Eingange des
Empfangers an Letbahnen angeschlossen sind, deren Knickpunkte auf der Ellipsenbahn liegen.

Die Hllipse bestzt die Mittelpunktgleichung

2 Y

a2 h2

bzw. die Parameterdar stellung

X = acost

y=bsnt.

Im Dreidimensonden bestzt ein Rotationsdlipsoid vergleichbare Brennpunkte, zwischen denen
Abbildungen auf Bahnen gleicher Laufzet entstehen. Alle Punkte eines Ellipsoids gentigen der

Gleichung

wobei a, b und ¢ die halben Langen der Hauptachsen darstellen.
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(o}

Sind zwel der Grol3en a, b, ¢ gleich, so entsteht ein Rotationsdllipsoid (zweiachsges Ellipsoid zweer
gleicher Ellipsen) mit zwel Brennpunkten auf der dritten Achse. Zwischen den Brennpunkten F, F'
snd wiederum dle Wege, reflektiert am Ellipsoid- Korper, gleich lang. Fir a = b entsteht eine
Ellipsoid- Kuppel, deren Grundfléche in der xy- Ebene kreisformig ist. Die Brennpunkte [assen sich
in der xy- Ebene ringférmig anordnen.

v
4&
AN

b=c

Einevon F ausgehende Impulsgruppe veraenigt 9ch im Ort F', der nur von der Geometrie der
Ellipse und ihrer Brennpunkte bestimmt wird. Als Spezidfal fir a= b = ¢ = r entsteht eine Kugel
mit im Mittepunkt vereinigten Brennpunkten F = F' .

Uberlagerung konzentrischer Abbildungen

Werden Ellipsen so ineinander gesetzt, dal3 jewells ein Brennpunkt F zweier Ellipsen identisch ist, so
kann die entstehende Anordnung benutzt werden, um konzentrisch fixierte Abbildungen, die von
verschiedenen Orten F', F" herrtihren, pulsgetreu auf einen Ort F abzubilden und umgekehrt. Dazu
ig es eforderlich, dal? die Reflexiongpunkte dler Leitbahnen auf dem jeweilig gedachten Ellipsen-
oder Ellipsoidkorper liegen. Legt man Reflexionspunkte ausschlieflich auf den entstehenden
Aulenkorper, der sch as Vereinigung der Ellipsen oder Ellipsoide ergibt, entstehen Anordnungen,
denen die Grundnatur der dliptischen Abbildung kaum noch anzumerken ist. Im Begpid ene
herzférmige Anordnung. Als gedankliches Modell der Gestaltung der dektrischen Uberlagerung von
Abbildungenin F kémen Schwellwertmodd lierunger®  in Betracht. Mehr dazu Siehe den Abschnitt
Komplexe A.; Uberlagerungs-/ konjugierte Abbildungen.

¥ Hurgt, S.L.: Schwellwertlogik . Ubersetzung aus dem Engl., Alfred Hiithig- Verlag , 1974.
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Uberlagerung konzentrischer
Abbildungen.

Elliptische Umkehrung

Invers dazu, wie Abbildungen zwischen den Brennpunkten Uber die Brechpunkte der Kurve
vermittelt werden konnen, lassen sch Kurvenpunkte as Ort der Abbildung wéhlen, wenn dle
Letbahnen durch die Brennpunkte der Ellipse (des Ellipsoids) gehen.

Weiter lassen sich die Gebiete der Brennpunkte F, F'  zu impulssammelnden elektrischen Knoten
vereinigen, ohne dal3 die Abbildung zwischen a, b, cund &, b, ¢' verloren geht. Die Sammler haben
die logische ODER- Eigenschaft, gekennzeichnet mit dem Buchstaben "1".

Se lassen jeden logischen Eins: Impulswert passeren, gleich welchen Wert die anderen Eingénge
liefern. Dasin &, b', ¢' entstehende Bild liegt spiegesymmetrisch zur Vorlage a, b, c. Der jewelige
Ort eines Bildpunktes ergibt sich as Verléngerung eines durch den Mittdpunkt M fihrenden Strahls,
der vom Vorlagenpunkt ausgeht. Wird die Ellipse entlang der Ebene F, F' geteilt, und werden die
entstehenden Haften der Brennpunkte F, F' mit glechlangen Drahten verbunden, entsteht eine
pulsgetreue Abbildung zwischen Vorlage und Bild. Ein synchrones Aufblitzen der Vorlage erzeugt
en synchrones lediglich um 2alv (plus Letungdaufzeit zwischen aufgespatenen Brennpunkten)
zaitverzogertes Aufleuchten auf dem Bildschirm.
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Bild
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Im Dradimendgonden wéren zur z- Achse rotationssymmetrisch angeordnete Vorlagen- und
Bildpunkte zu wahlen. Die Brennpunkte bilden dann einen auf ener zur z Achse senkrecht
sehenden Ebene liegenden Kresring mit dem Mittdpunkt M. Eine Vergrof3erungswirkung kann
eziet werden, wenn auf Vorlagen- und Bildssite unterschiedlich grole, aber zueinander
proportionde Geometrien gewahit werden. Pulsgetreu bedeutet, dal3 Signde auf der Bildsate
interferenzidl welterverarbeitet werden konnen. Die entstandene Geometrie weist auch fir eine
Abbildung mit Linsen die optimae Geometrie von Vorlagenschirm und Bildschirm aus, bel der eine
pulsgetreue, zeitgenaue Abbildung erfolgt. Im Bild ist zu erkennen, dal3 sowohl sendersaitige, ds
auch empfangersatige Ellipse gespiegdt benutzt werden konnen. Ebenso is es moglich, die
Leitbahnfilhrung der Ubertragungdeitungen so zu wahlen, dal? Sende- und Empfangsprojektion in
diesdbe Richtung zeigen. Die Ubertragungdeitungen konnen beliebig geknickt, oder gekrimmt
werden. Solange Quell- und Senkenpunkte auf raumlich paralelen Ebenen liegen, und die Lange
dler Ubertragungdeitbahnen identisch ist, bleibt der Welenfrontverlauf an den Quel- und
Senkenpunkten beider Seiten gleich. Die Welenfrontfléchen verbleben in réumlich- paralder
Augichtung zueinander.

Hyperbolische Abbildung

Die Hyperbd it der geometrische Ort dler Punkte einer Ebene, fir den die Differenz zweer
Abstdnde g, h von zwe Brennpunkten F, F' kongtant ist (2a).
Esgilt die Mittel punktsgleichung
2
mit den Asymptoten
y=£x3
Die Asymptotengleichung entsteht aus y/x = £b/a, die Asymptoten seigen mit b/a an.
Im Koordinatensystem der Asymptoten x, y gilt die Asymptotengleichung

_ a‘+h? _e

Ein entlang einer hyperbolisch verlegten Letbahn abgegriffenes, und auf zwel in den Brennpunkten
liegende Empfanger geschdtetes Signd kommt unabhéngig von der Wahl des Ortes mit Sets
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dergleichen L aufzeitdifferenz (Betrag: 2a/v) bel den Empfangern an. Der Scheitel punktabstand SS
= 2a besimmt die Laufzetdifferenz.

|g- h| =2a

Das Vorzeichen der Wegdifferenz g - h dterniert fir den rechten und linken Kurventell, leider wird
diesr Umdgland durch die Symmetrie der Hyperbe verschleert. Bekanntlich ist se nicht
eineindeutig.

Scheitelabstand 2a, Brennpunktabstand 2e und Krimmung (in b) der Hyperbd snd
miteinander verknipft.

e’ =a? +b?

Die Wegdifferenz g - h kann dlerdings nicht grof3er sein, ds der Brennpunktabstand 2e da fir nicht
entartete Hyperbeln detsgilta< e.

|g-h|=2a< 2e

Die Bedeutung dieses Sachverhdts aus der Sicht von Interferenzanwendungen liegt darin, dal3 dieim
Hyperbelgebiet erfaldoare zeitliche Tiefe auf t begrenzt igt, mit

t=(g-hv

Die Exzentritét e ig identisch dem haben Brennpunktabstand, Hyperbelscharen mit gleichen,
gemensamen Brennpunkten F, F' aber verschiedenen Schatepunkten besitzen die gleiche
Exzentrité e.

In Parameter dar stellung kann geschrieben werden:

x = alcost, y=btant

Somit eignet sch die Hyperbd zur Beschrelbung von Codereferenz in der Ebene, wenn
angenommen wird, dal3 Sch zwel Sgnde radial von den Brennpunkten her ausbreiten. Ein
enzdner Hyperbdast charakterisert eine feste Zeitdifferenz zweier, Uber die Brennpunkte F,F'
eingespeister Impulse. Die durch einen Hyperbelast referenzierte Verzogerungszeit t beider Impulse
zueinander betragt bel der konstant angenommenen Ausbreitungsgeschwindigkeit v

t = 2alv
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Hyperbelschar-Diagramm: 2e=10, .5<a<4.5

WiV

NN

A

Parametrische Darstellung:
Brennpunktabstand 2e=10: e=5
******

ttttttttttttttttttttttttttttttttttt

Isodistante Hyperbelschar.

=2a
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Hyperbelschar

Codereferenz fur k-Viefache

von Tau (e = 2) N
k2a=kvt =(3,2,1,0,-1,-2,-3)
(Simulation) 2 .
kt 0
u(t) F >
>_’_’_'~_ -
- > -2 7 Zeitdifferenz g-h
t i -3 5 /1-3 |
k@hi=kza=kv| ‘[, % {1 0 %1 *2

-4 -2 0 2 4

Die Hyperbd weist somit den in einer Ebene (x,y) liegenden Punkten (Neuronen) in Bezug auf die
Brennpunkte F,F' eine Funktion zu. Je nach ihrer Lage in Bezug auf den referenzierenden
Hyperbdast snd die Punkte mehr oder weniger sdektiv in Bezug auf den vorgegebenen
Impulsabstand. Das vorn entwickelte Beugungsschema besitzt hyperbolischen Charakter, wo radiale
Ausbreitung zutrifft.

Man kann den Sachverhdt durch Umkehrung verschafen: Wenn die Hyperbd im radiden
Laufzeitraum der Ebene Ort einer definierten Laufzatdifferenz i, ist anderersdits die einzig magliche
Losung fur enen definierten Laufzeitunterschied des betrachteten Impulspaars die zugeordnete
Hyperbel. Be der 6rtlichen Lésung von Interferenzaufgaben kann diese Aussage niitzlich sein, dasie
ene Negdivbestdtigung fir eine Annahme liefert. Entweder die Lésung liegt auf der gesuchten
Hyperbel, oder es exidtiert keine (triviae) Losung.

Im Beispid dargestelt Snd die Hyperbeln maximder Interferenz fir Vidfache von |2a] = vt. Esig
zu beachten, dal3 durch die Hyperbefunktion rechts- und linkssditige Aste nicht unterschieden
werden konnen, es treten tets beide Agte auf, X° = +X+X = -X-X.

Somit gilt z.B. in der Parameterform

{+alcost, btant} ={-alcost, b tant}

Zur Generierung der Hyperbelschar kann die parametrische Form angewandt werden, sSehe
Diagrammdarstelung.

Be Moddlierungen von Interferenzproblemen macht sich das in den Quadraten der Hyperbel
verschwindende Vorzeichen oft nachteilig bemerkbar. Dadurch ist es nicht méglich, zwischen links-
und rechtssaitigem Hypebdast zu unterscheiden, denen ja im Inteferenzfdl genau die
entgegengesetzte Korrdlation von Impulsen zugeordnet ist. Eine Losung des Problems kann darin
bestehen, andedle de Quadraur ene Beragfunktion zu benutzen, zB. in der
Formx? <-> xabs(X) = X - sgrt(>?).

Ist die geometrische Impuldénge klein gegen den Abstand zweier Quellen FF', und breiten Sch die
aus diesen Quellen sammenden Impulse zirkuldr in angenommen stochastisch dicht und isotrop
verkabelten Gebieten aus, so tritt Interferenz entgprechend der Laufzeitdifferenz beider Impulse nur
an ganz definierten Orten auf. Im Bild dargestdllt sind die Hyperbeln von sechs unterschiedlichen
Impulsabgtdnden. Folglich ist eine Annahme eines universall lernféhigen Raumes oder Gebietes unter
diesen Umsténden nicht gegeben. Entsprechend des Abstandes der Impulse ist nur das Gebiet
potentidl| erregbar (dso lernféhig), das durch den entsprechenden Hyperbelast ausgezeichnet ist.
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Radiae Interferenz zweler Quellen F,F.
Verschiedene Hyperbeln referenzieren
verschiedene Impul sabstande.

U(t)T <)

g-h=vt

hypl(x,y)+hyp2(x,y)+hyp3(x,y)

Hyperbolische Umkehrung

Von enem As der Hyperbe zwedrahlig durch die Brennpunktbereiche verlaufende Letbahnen
bilden jeden beliebigen, zu eéinem Hyperbdast gehdrenden Punkt auf jeden bdiebigen, zum anderen
Hyperbelast gehdrenden Punkt ab.

Alle in Punkten enes Hypebdases gesammdten (ankommenden) Impulse oder
Impulsgruppierungen sind nach ihrer Waeiterleitung zu den  Brennpunkten vorlagenfre, ihre
Pulsdifferenz betragt einhetlich 2a, ihre Absammung von ener goezidlen Vorlage ig nicht mehr
nachzuwei sen.

Verteiler Samml
avb

a
avb P2

Alle Uber enen bdiebigen Punkt auf dem anderen Hyperbeast abgenommenen Signde aVb
enthaten summarisch dle auf dem ersen As enlaufenden Impulse oder Impulsgruppen. In den
Brennpunkten liegen Sammler mit ODER- Charakteristik. Der Zeitbezug der von den OR- Gattern
in den Brennpunkten aufgenommenen Signde ist abhéngig von der Entfernung des Hyperbe punktes
vom Brennpunkt. Auf verschiedenen Punkten der Hyperbd liegende Signdquellen differieren im
Zeitbezug. An verschiedenen Punkten der Vertelerhyperbe abgegriffenen Sgnde enthdten zwar
dieselben Impulsgruppen, jedoch ist ihr Absolutzeitbezug verschieden.
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Parabolische Abbildung

Die Parabd igt der Ort dler Punkte, die von einem festen Brennpunkt F und einer festen Latlinieg
je denselben Abstand r haben, im Bild

r=r.

Eine Fadenkonstruktion®™ der Parabd zeigt eine weitere Eigenschaft auf.

Die Parabd ist auch der Ort dler Punkte einer Ebene, fir die die Summe der Abstande (r + a) von

einem Brennpunkt F und von ener 6ffnungssaitig liegenden Pardlden g zur Latlinie g kongtant i<t
a+r=const=x0+g

Fur die dargestellte Lage im Koordinatensystem hat die Parabel die Scheitelgleichung

y2 =2px bzw. xzz—;

mit einen Brennpunkt F inx = p/2. Der Schnittpunkt der Leitlinie g mit der x- Achseliegt bei x =
- p/2. Der Scheitelpunkt sdbst liegt im Ursprung d.K.. Der Abstand r wird mit dem Satz des
Phytagoras bestimmmt.

Eine im Brennpunkt der Parabd erzeugte konzentrische Impulsfront W erreicht exakt gleichzeitig
die Gerade g. Die Lage der Geraden i, sofern das Parabelgebiet sdbst gemieden wird, nicht
glechgiiltig. Sie liegt in Richtung der Offnung der Parabel, wenn eine lineare Welenfront W aus dem
unendlichen auf eine konzentrisch um den Brennpunkt F liegende Wdlenfront W abgebildet werden
soll. Eine Haufung von Letungen macht den Paraxialraum der Optik fur eektrische Netzwerke
wenig brauchbar. Dakeine Linsen zu schleifen sind, ist er fir eektrische Netzwerke ohnehin unniitz.
Die Parabd 4 fur elektrische Impuls- Netzwer ke ein Ersatz fir Aufgaben, die in der Optik durch
Linsen erflllt werden. Und Se is en Ersaz, der Eigenschaften aufwelst, die denen von optischen
Linsen weit Uberlegen sind.

YA

vy

Je nach Wahl der Grof3e eines Parabelsegments konnen mehr oder weniger starke Biindelungen
erreicht werden. Offnungswinkel von tiber 180° sind gangbar. Die Parabel kann a's Linse angesehen
werden, deren eine Sate ene unendlich entfernte Schnittweite und deren andere Seite eine
Schnittweite auf den Brennpunkt der Parabe besitzt. Somit 1&% sich mit geringem Rechenaufwand
ene Linse verschiedener Objekt- und Bild- Schnittweiten durch Zusammensetzung zweier
Parabel segmente erreichen. Gegeniiber der optischen Linse hat diese Anordnung den Vorzug, dal3
zwischen die Parabel segmente lange Verbindungd eitungen geschaltet werden kdnnen. Der Bildraum

1 Gdlert, W. u.a: Kleine Enzyklopadie Mathematik. Bibliograph. Institut Leipzig, 1977.
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bleibt auf die Region um den Brennpunkt begrenzt. Die Bildebene ist aus mehreren, in y- Richtung
verschobenen Parabel ssgmenten gestdtbar.

Damit nicht genug. Die betrachtliche GroRe des Offnungswinkels gestattet Aufnahmen, die saitlich
um das Objekt 'herumschauen’. Dazu gtelle man sich das Objekt im Brennpunkt der Parabe
Stehend vor, mit Sicht zur geschlossenen Sdite der Parabdl. Im Gegensatz zur optischen Abbildung,
bel der wir die Holografie bendtigen, um dreidimensionae Bilder mit Linsen zu schaffen, schefft die
Parabe eine dreidimensonde Dargdlung auch ohne Holografie, Ubrigens unabhangig von der
Nutzung periodischer oder pulsformiger Wellen. Nur, der Kameramann kann eine zu filmende
Landschaft nicht in einer Parabe unterbringen.

i

YA

Setzten wir ein paraboloides Moddl zur Speicherung von Abbildungen im Palium voraus, wirde
dies erkléren, warum wir einen Gegengtand vor unserem geistigen Auge bis zu enem bestimmten
Grad in einem Zuge drehen konnen. Dieser Bereich ist der 'im Paraboloid gefilmte’ Drehbereich, der
in abgespeicherter Form zur Verfligung steht. Ist das Objekt dartiber hinaus zu drehen, benttigt man
Zeit zum Nachladen bzw. suchen eines neuen Bildes. Sicherlich wére dies auch eine mdgliche
Erkl&rung dafir, wenn en Korper von mehreren Seiten zu betrachten ist, ehe unser
Informationshedarf gedtillt ist. Auch dafiir, dal3 uns der zweidimensionade Papierbogen in der Schule
S0 trocken erscheint. Die zu speichernde Abbildung soll ausirgend einem Grund vollstandig sain, die
Zu speichernde paraboloide Abbildung harmoniert mit der von den Augen kommenden optischen,
flachenhaften so schlecht, dal3 die Hande zuhilfe genommen werden miissen, um eine interne,
Paraboloid- artige Abbildung zu vervollstéandigen.

Kombinationskdrper

Unter Hinzunahme ener auf der x- und y- Achse senkrecht stehenden z- Achse lassen sich
Gleichungen fur dreidimensonae Gebilde angeben, die Geometrien mit kombinierten Eigenschaften
der Grundformen darstellen.

2
Rotationsparaboloid Z—z + Z—z -22=0

Elliptisches Paraboloid % +% - 27=0
a b
Hyper bolisches Par aboloid :—22 z—z 22=0

Diese Héachen sind von Bedeutung, wenn es darum geht, Eigenschaften vorteilhaft zu kombinieren.
So wére es zB. mit dem dliptischen Paraboloid moglich, ene parabolische Abbildung auf
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holografischem Wege (Symmetriegenschaft der Ellipsen- Brennpunkte fir Synchronisation
eforderlich) darzugdlen. Wie im Abschnitt Impulsholografie diskutiert, 18% sch mit der
impulsholografischen Abbildung ene Form der Aufmerksamkeatssteuerung redideren. Mit ener
derartigen Struktur kann en Bild aufgenommen, und gleichzeitig ds Impulshologramm gespeichert
werden.

Das hyperbolische Paraboloid "Sattdflache’, wie auch zylindrisches Ellipsoid und zylindrisches
Paraboloid sind mit Scharen gerader Linien (gespannter Faden) d's sog. Regdflachen kongtruierbar.

Kugel- Projektion

Eine Reflexion ener vom Kugdmantd kommenden Wele W, deren Mittelstrahl unsymmetrisch zum
Zentrum einer Kugd verlauft, und die zentrdsymmetrisch zum Mittelpunkt der Kuge gespiegelt
wird 3 = (3, erzeugt eine symmetrisch gespiegelte Wellenfront W, die sich ebenfals wieder an den
Kugemantel anschmiegt.

Es 8% sch zeigen, dal3 mit einem gefdteten Band diese abbildende Eigenschaft modelliert werden
kann. Dazu ist das Band so zu fdten, dal3 die Knicklinien die Ausrichtungen der spiegelnden Flachen
treffen. Die Bandfdtung 18% sch fir die Beschrelbung von Mehrfachprojektionen in beliebig
geformten Korpern nutzen. Letztlich kommt es, unabhéngig von der der Art der Reflexion, darauf
an, dal? die Lange dler Leitbahnen zwischen Vorlage und Abbild auch bei mehrfacher Reflexion
identisch ig. Wird ein gefdtetes Bandmoddl mit einer netzartigen Struktur gewahlt, ist es moglich,
Hindernisse sanft zu umfahren, ohne das sch die Ausichtung der Wellenfront verandert, Sehe b).

a)/v\i/i\ﬁ;\ b)}

/:
A

Mehrfachprojektion in einer Kugel

Oberflachen- Projektion

Auf der Suche nach Interferenzen, fir die ein Potentidfeld angebbar is, die sich dso der
Behandlung mit Methoden der Potentidtheorie oder der Differentidlgeometrie nur  bedingt
widersetzen, begegnen wir den sphérischen Héchen.
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Projektion auf der Kugeloberflache

Zwischen den Polen snd dle kirzeten Wege entlang eines Weges auf der Hille gleich lang.
Folglich kann eine Interferenz entlang Letbahnen, die auf der Oberflache zwischen zwe Polen
verlaufen, jewells nur auf dem gegentiberliegenden Pol der Kuge auftreten.

Hulleninterferenz auf
der Kugeloberflache

DiePoleF, F sind
auf alen kirzesten
Wegens, s, s, S'

gleichweit entfernt.

Die Verbindungsgeraden zwischen dlen, in Interferenz stehenden Punkten F, F' sowie P, P' gehen
durch den Mittelpunkt M der Kugd. Auf der Bildsate erschent eine Abbildung in Andogie zur
Abbildung einer optischen Konvexlinse spiegel verkehrt. Die Welenfront W einer Impulswelle von F
2u F' breitet 9ch in konzentrischen Ringen von einem Pol zum anderen aus. Die Kugehille liefert
eine langentreue, aber spiege verkehrte Abbildung zwischen Vorlage und Bild.

Abbildung auf beliebig gekrimmten Flachen (Fadenkonstruktion)

Voraussetzung fur das Zudandekommen ener Abbildung zwischen zwel Gebiglen G, G
(Vorlageebene und Bildebene) it die Interferenz dler Punkte P, P' beider Gebiete, wobel innerhab
von G (bzw. G') kein Punkt P (bzw. P') exigtieren darf, der keinen konjugierten Punkt P’ (bzw. P)
bestzt. Veranfachend it die Kurvenlénge s entlang aler betrachteten Wege zwischen F und F'
dann gleich zu wéhlen, wenn ds Interferenzgebiet G bzw. G' en Gebiet hinreichend kleiner
Ausdehnuung um F bzw. F' angenommen wird. Snd F und F' as Punkte von Schnittebenen e
angebbar, deren Bestandtell die betrachteten, auf der Hille liegenden Letbahnen zwischen F und F'
snd, o it en hinreichendes Kriterium fur Interferenz, dal3 die Kurvenlange s (Fadenlange) aller so
bestimmten Letbahnen gleich grol? ist. Schnittebene und Hullkurve stehen bel dieser Kongtruktion
nicht notwendig senkrecht aufeinander. Auch kénnen die Schnittebenen e gekrimmt sain.

y4
ﬂ m

y YA F 9 F F 9 F
K artesische K oordinaten/ L)X* Schnittebenen durch einen Korper

Zylinderkoordinaten Fadenlangen s, s,

Zur Beschreibung rotationssymmetrischer Hillen bieten Sch Zylinderkoordinaten an (Bild). Werden
die aufeinander abzubildenden Pole F, F' auf die z Achse gdegt, ist es moglich, die interesserenden
Schnittfléchen um die - Achse zu drehen. Die Schnittebenen kénnen, daj i.a nicht zur Besimmung
der Schnittebenen erforderlich i, inein y* = f(x*) Koordinatensystem transformiert werden:
ye=r= 1/ X2 + y2
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X*=12

Je nachdem, ob die zu bestimmenden Kurven in Funktionform y = f(X) oder in
Parameterdarstellung x = g(t), y = h(t) gegeben sind, it die Kurvenldnge zwischen zwe Punkten
(X ya) (X Vy,) bzw. (ta,t ) in ener zweidimensionaen Schnittebene x, y zu

s—o1/1+y/2(x)dx o«/x +y

So = S1 = .. =5
bestimnnt, wobei ausnahmdos dle, die Leitbahnen reprasentierenden Kurvenldngen § gleich lang zu
sein haben (Fadenkongtruktion), wenn Interferenz eintreten soll.

Evolute und Evolvente

Die Evolute ener ebenen Kurve ist der geometrische Ort ihrer Krimmungsmittel punkte™..
Anderersaits ist die Evolvente der Ort der Schnittpunkte der Tangenten an eine Kurve. Evolute und
Evolvente bedingen sch. Die Evolvente einer Evolute ist die Kurve salbgt.

Evolute

Evolvente
~

Gleiche Interferenz verschiedener
Kreissegmente auf denselben
Kreimittelpunkt M

In einem homogen mit Leitbahnen durchsetzten Medium ist der Krimmungsmittelpunkt einer Kurve,
sofern gleiche Laufgeschwindigkeiten vorausgesetzt werden, der Ort maximder Interferenz. Eine
Interferenz am Krimmungsmittelpunkt zeigt enen Kurventell definierter Krimmung an. Se zegt
hingegen nicht an, in wechem Abgand und unter welchem Raumwinkd der verursachende
Kurvental liegt. Auch blelbt die Geometrie des Kurventeils im Detal ungewif3. So ist die Evolute
einer Ellipse eine Adroide, die Evolute eines Kreises ist dessen Mittel punkt. Unter dem Aspekt der
Interferenz be gleicher Ausbreitungsgeschwindigkelt erzeugt die Evolvente eine vom kleingen zum
groiden Krimmungsradius fliehende Abbildung auf der Evolute, die invers zum wachsenden
Krimmungsradius schwéacher wird.

Konforme Abbildung, Existenzsatz

Interferenzen stellen einen Sonderfal konformer Abbildungen dar. Eine andlytische Funktion
w=f(2 =u(x, y) +j v(x, y)
% Gdlert, W. u.a: Kleine Enzyklopadie Mathematik. 2. Aufl., Bibl. Ingtitut Leipzig, 1967

85




G.Heinz  Neuronale Interferenzen  Abbildungen ohne Brechzahl&nderung

vermittle eine Abbildung zwischen einer (komplexen) w- und einer z- Ebene.

Werden gentigend nahe beieinander gelegene Punkte z,, z, ... , z durch w = f(2) auf die Punkte w,
= 1(z), w, = f(z), ..., w; = 1(2)

abgebildet, so gehen die Differenzen der Strecken Dz = z - z, in Dw, = w, - w, Uber. Das
Verhdtnis

Dw/Dz = f'(z) + e

gtellt den Abbildungsmodul dar, esist bis auf die Kongtante e von der Ableitung f'(z,) imz- Gebiet
verschieden. Fir die idedle Interferenzabbildung ist e = O zu fordern, da Signdlaufzeiten in der w-
Ebene identisch zu denen der z- Ebene sein sollen. Fir rede Interferenzabbildungen kann e in eénem
bestimmten Verhdtnis zu Signdparametern, zB. zur Disperson des Signds stehen. Fir gentigend
kleine e vermittet w eine konforme, dh. winketreue Abbildung.

Der Riemannsche AbbildungssatzZ” besagt, dal? stets eine analytische Funktion exigtiert, die eine
Kontur in der z- Ebene eneindeutig und konform auf das Innen- oder Aullengebiet eines
Einheltskreises in der w- Ebene abhildet. Die gesuchte Funktion ist vom Typ

W=2z+alz+alZ + ...

Se kann zB. die nétige Letbahnverlegung zwischen zwe in Interferenz zu bringende Konturen
dargellen.

Kann ene Funktion w in ene Rehe entwickdt werden, so gibt die Stelle des Abbruchs der
Reihenentwicklung die Giite der Ndherung e ® 0 an.

Im Aufsatz behanddte Interferenzabbildungen dellen zumest Spezidfdle konformer Abbildungen
dar. Insbesondere bestzen die winkd- und langenkonformen Abbildungen, dh. dliptische,
hyperbolische, parabolische etc. Abbildungen besondere Bedeutung fir Interferenzsysteme. Fir
diese gilt tatsachlich e = 0. Hingegen dellen die ebenfdls besprochenen, aus der Optik geldufigen
Paraxid- Naherungen stets Naherungen dar, fir die e gegen Null konvergiert.

In die Biologie Ubersatzt, verdeutlicht der Riemannsche Abbildungssatz die Moglichkeit,
Verlegungen fir Nervendtrange angeben zu konnen, die ene Abbildung zB. der Kontur der
Innenflache der Haut oder die Kontur des Gyrus poscentrdis be  konstanter
Ausbreitungsgeschwindigkeit der Signde auf einen Kres abbildet. Zwe in Kette liegende
Abbildungen konnen folglich zwel beliebig gestaltete Konturen Uber den Zwischenschritt der
Kreiskontur ineinander transformieren; sein Interferenz bringen.

1 Brongtein, I.N., Semendjagjew, K.A.: Taschenbuch der Mathematik. 20. Auflage, B. G. Teubner
Verlagsgesdllschaft, Leipzig, 1981
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