G.Heinz Neuronale Interferenzen Zeitfunktionen

Derselbe  Impuls kann niemals gleichzeitig
an verschiedenen Orten sein,

wie schnell er sich auch bewegen mag.
G. Heinz, 1993

Zeitfunktionen

Im Unterschied zu mathematischen Beschreibungsmethoden zur Beschreibung sequentiell wirkender
Schaltungen liegt der Schwerpunkt des folgenden Abschnitts auf der Betonung ‘Interferenz, daim
Interferenz- Ansatz ein generdll brauchbarer Ansatz fur Formen sdlbstorganiserter, natrlicher
neuronaer Netze zu sehen is. Es kénnen ortsgebundene Interferenzsituationen geschaffen werden,
denen eine énfache Ubersetzung in selbstiernende Netzwerke zugebilligt werden kann. Der aus der
Technik gdaufigere Beyriff 'sequentidle Schaltungen' erscheint fehlbetont, und wird unter Betonung
von Inteferenzdtuationen zwischen verschiedenen, mitenander Kkorrdierenden  Impulsen
ausgetauscht gegen 'Fremdinterferenz.

Zur Erorterung  frequenzsdektiver Merkmalsextraktionen sind  Uberlegungen zu  einer  fir
mathematische Zwecke brauchbaren Dargtelung von Impulsvorgangen der betrachteten,
biologienahen Art vonndten.

Reproduzierbarkeit

Wenn eine Impulsform bendtigt wird, an die die Forderung nach Reproduzierbarkeit der Impulsform
f(x)" = f(X) getelt wird, die aso unabhéngig von der Zahl (multiplikativer) Interferenzfaktoren i<,
kommt dem Rechteckimpuls besondere Bedeutung zu. Reproduzierbarkeit ba multiplikativem
Empfang helld, dad die Impulsfunktion f(x) die Bedingung unabhéngig von n eflllen soll.
Reduzieren wir diese Aufgabe darauf, nach redlwertigen Losungen fir eine Zahl 'y zu suchen, fir die
y" =y gilt, so exigieren nur die Lésungen y; =0, y, = 1. Daraus folgt, dal3 es aul3er der idedlen
Rechteckfunktion im Redllen keine weltere gibt, die reproduzierbar in Potenzen der Funktion selbst
is. Selbst eine dreiwertige Rechteckform mit -1 a's Negativwert reduziert mogliche Lésungen fir n,
wirkt nicht formreproduzierend, die quadrierte Funktion besitzt die doppelte Frequenz

Rechteck- Impulsdarstellung

Fourier- Zerlegung periodischer Signale

Nach Fourier kann eine periodische Funktion mit der Grundfrequenz w = 2pf = ZineneRehevon
Sinus- und Kos nusschwingungen zerlegt werden (orthogonaes System von Funktionen)
X(t) = %+ S1 (Ancosnwt + B,sinnwt;

n=

mit den Fourier- Koeffizienten
2 +T/2 5 +T/2 )
An =2 0 X(t) cosnwtdt, B,== 0 x(t) snnwtc.
-T/2 -T2

Der Fourierkoeffizient fur n=0 représentiert den doppelten Wert des Gleichantells (Mittelwert) des
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Sgnds.
5 +T/2
Ao =7 O X(t)d
-T/2

Auf enen Rechteckimpuls der dargestellten Form (gerade Glieder, B,=0) angewandt, entsteht die
Fourierrethe

An
Zeitfunktion “l Amplitudenspektrum
0.6 An (W) fur d/T:0,5
x(t)
Aep, L -
N 0 I III T L T L T L — '
o T 2T o d
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An=22s€n(nps), Ao=2as, w=2pf=2

Nach Umformung und mit Einftihrung der sog. Spaltfunktion si(x) = 2% folgt
2 =2ad s(wd), 20 =3l

> =

A ¥ N
x(t) = a%él +28 si(nw) cos (nvvt)ﬁ mitw = 22

1.2

An

1

Amplitudenspektren

Hullkurven fr
variierende Impuls- 0
breiten d/T

Es i zu beachten, da3 das nichtkomplexe Amplitudenspektrum nur ensdtig definiet ig
n={1.¥} . Dieim Bild gewahite, symmetrische Darstellung der Hiillkurven zur Veranschaulichung
der Spdtfunktion ist nur in der komplexen (frequenz-kontinuierlichen) Form ds Fourierintegra
erklart.

[ ]
An

Fourierreihe:

Amplitudenspektrum r
An furd/T=0,1 ] i
1
T

T ERRREN
I —>
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Nullstellen

Je kleiner des Verhdtnis von Impulsbreite d zu Periodendauer T wird, umso mehr Harmonische
fdlen in die Bereiche zwischen die Nullgdlen. Die Sinusfunktion wird an k- Vidfachen von p zu
Null.

An=22sn(np) =0: nps =kp

Folglich sind alle Harmonischen n = k= Nullstellen der Funktion.

Grenzwert fur d/T® O

Fur enen unendlich schmaen Impuls (Dirac) ergibt sch ein konstantes Spektrum, es gilt der
Grenzwert f[]raiIeAn

An =Ilim 2a— s(nw—) 2a—
d® 0

gleichzeitig wandert die erste Nullgtelle der Funktion ins Unendliche.

Komplexe Fourier- Darstellung

Komplexe Fourier-K oeffizienten bestzen den Vorzug, dal? Se zusiizlich eine Information Uber die
Phasenlage des Signd s tragen. Mit dem Satz von Euler gilt

sin(nwt) = ~- 8™ - e I™E cog(nwt) = SZi™ + el

Die Fourier- Koeffizienten folgen zu

+T/2

An :% O X(t) 1E%|nwt+e antg

— 2 1 nwt _ jnwtfj
B,=2 Tlzx(t) -G8 9

Eingesetzt in die Zeitfunktion und gliedweise summiert ergibt die komplexe Fourier-Rehe (mit
veranderten Summationsgrenzen) in der Form

X(t) = % n:s: X (jnw) e

und den komplexen Fourier-K oeffizienten
+T/2 .

X(inw) = o x(t) e’'™d.
-T2

Im Gegensaiz zur nichtkomplexen Dargellung (Linienspektrum) ist dieses Spektrum fir pogtive und
negaive Frequenzen jnw definiert. Zur Bildung des (einsatigen) Amplitudenspektrums werden
positive und negative Antelle summiert.

= Z|XGnw)
Angewandt auf die berats diskutiete Folge von Rechteckimpulsen folgt das komplexe
Amplitudenspektrum™ zu

+d/2
X@{nw) = a o e Mgt = mg% nwg +an§ = 2aq,; &nnw,
Die Zatfunktl on kann folglich adéguat in der Form
x®)=% 5 X{nw)e

dargesteIt werden.

4 Woschni, E.-G.: Informationstechnik. Verlag Technik Berlin, 4. Auflage, 1990
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Einzelimpuls

Spektrum eines Einzelimpulses
EinE nzehmpuls bestzt das komplexe Ampl |tudenqoektrum
X(jw) = oOe Wit + a 0 e JWtdt+ o Oe™dt=a o e Wt = —é@'jm) =5 Sr
-~ -~ - w -2
X({w) = ad siw?)
Dieses Spektrum unterscheidet sich von dem der Impulsfolge dadurch, dal3 die diskontinuierliche

Vertellung des Spektrums nw (w  =2pf gdlt die Krasfrequenz dar) in ene kontinuierliche
Ubergeht. Hullkurve von Einzelimpuls und Impulsfolge sind hingegen identisch.

T T T T T
(2*al(x*pi))*sin(x*2*pi*tau/2)

Rechteck-Einzelimpuls
Amplitudenspektrum

A(w) fur a=1,d=0,5

Ver schiebung um X

Durch geeignete Zerlegung des Integrationsweges kann gezeigt werden, dal3 sch Verschiebungen
enes Einzdimpulses um den Wert x entlang der x- Achse in ener Multiplikation des komplexen
Spektrums mit dem Verschigbeoperator € 1"* dulRern. Fir eine Verschiebung um d/2 gilt zB. (Sehe
obige Herleitung fir Detalls)

d . . + . .
X(jw) = a c‘)e'l""tdt =- .i@%-lwt) I=. 2(1- e) =ad s(w9) e

Andog gllt fur ene Verschiebung um einen bdiebigen Wert x mit der Spatfunktion si(x) =
Xy(jw) = 22 S|n(w7) WX = ad S|(W?) e,

sm(x)

Glocken- Impulsdarstellung

Gaul3- Impuls

Die enfachge Impulsform, die in gewissr Weise noch andytische Eigenschaften bestzt, it der
nichtnormierte Gaul3- Impuls.

f(t- to), tI R kontinuierlich U

{ fT(n-no), nl N,  zetdiskret )

Die Impulsbreite wird Uber den Faktor f (Frequenz) bestimmt, Bezugszeitpunkt ist t, bzw. n,,.

dx) = e " ZB. mit X

164



G.Heinz Neuronale Interferenzen Zeitfunktionen

([

Gaufd- Impuls

12
X(t)=e
( ) 1/e

© o © o o o o o

Eigenschaften

Die Funktion ist durch eine Rethenentwicklung

2 z 4 8 10 14 2
e =&1+ 7+ >

x12 X0 G2 4, X8 x X
+ X 4 UL G24 X X X 4 X
6! n! L Et 3! 5! 7! n!

in geigende und fdlende Funktiondelle zerlegbar. Die Rethenentwicklung ist verwandt mit den
Funktionen €* = coshx + sinhx, e * = coshx - sinhx.

Eine Zerlegung der Funktion kann die numerische Berechnung im Fdle diskreter Stitzstelen
beschleunigen. Stait einer Rethenentwicklung ist fir jedes weitere x eine weitere Multiplikation
auszufihren,
e x’2 = (&%)
ex =P (&), xT N
Parameter
In den Parametern eingtellbar (Hohe b, Weite a) ist die Funktion in der Form
y = be @9,
Se hat symmetrische Wendepunkte bel
_ (2% b
(X!y) - (af.E ’ ./E)
und Steigungen in den Wendepunkten von
tanb = ab,[2
In der Statistik wird die Gaul3sche Glockenkurve mit den Parametern
a=s.2,b=—2

sJd2p

as Normaverteilung benutzt.
Spektrum

FUr einen Gauf3- Impulsin der Form
X(t) = ag’ >t
wird das komplexe Fourierspektrum durch

; X -b2t2 .- jwt - w2/4b? X - (bt+jw/2b)?
XGw)=a o e’ el™dt=ae o et

t=-¥ -¥
X(jw) = 2_;1 o WHap? +é e ¥ dx = %e‘ w2/4l
0
und die Amplitudendichte durch
AW) = 2|X({w)]

as kontinuierliches Spektrum beschrieben. Der Amplitudengang hat die Form einer Gaul3- Glocke,
das Spektrum klingt zu hohen Frequenzen hin monoton fallend ohne Nebenmaxima ab.
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GaJB' |mpU|S A(W3)5 2*a*sqrt(pi)/b* exp(-x* *2/(4*b**2))

Amplitudenspektrum
A(w) fir a=b=1

Gaul3- Impulsfolge

Werden mehrere Gaulz- Impulse d(t) = e ) unterschiedlicher Bezugszeit t, addiert, entstent die
Impulsfolge f(t).

ft) =d(t - ty)+d(t- t,) +...+d(t- t,

Fur Periodizitét kann Se ds Summenfolge angegeben werden.

(t) =§ dit- t) =s1 dit-t i

Werden Feuerfrequenz f und Bezugszeit t, ds Parameter eingefiihrt, folgt
() =5 d(t- t) =S d(f(t- t - to

Das Bild zeigt verschiedene Impulsfolgen. Als Parameter wurde t = {1,2,3,4,5} variiert. Esist zu
erkennen, dal3 erst ab t = 5 [imp5(x)] '‘Bodenbertihrung' eintritt, hingegen steigt der Funktionswert
bereitsab t = 2 [imp2(x)] nicht mehr wesentlich tber f(x) = 1. Fir t = 1 mp1(X)] zegt die
Funktion sdbst die Charakteristik einer Summeninterferenz (f(x) steigt Uber Eins). Unterhalb von t
= 3 [imp3(x)] wird die Einhlllende rechteckférmig. Alle dichteren Impulsfolgen summieren sch zu
einem rechteckartigen Impuls. Um diesen Effekt zu demondtrieren, wurde die Folge mitt =1 nach
dem 15. Impuls beendet (Bild).

Summierte Einzelimpulse
bel dichter werdender L
Impulsfolge.
Es entsteht ein Gleichrichter- - ¢
effekt. Je enger die Folge,

desto glatter der Gleichwert.

0 5 1 0 1 5 2 0

Werden die Glieder dieser Folge hintereinander geschrieben und umgeformt, &% dch die
Impulsfolge ds Produkt aus Impuls und zugehdrigen Verzigerungen interpretieren.
e™

R zaeb( e4>( eGX e8X
fX)=e¥ s+ +5+5+..+
() (SIS et & el6 e”z'
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Laplace- Integraldar stellung

Mit Hilfe des Laplace- Integrals™ kann der Frequenzgang einer Funktion f(t) in Analogie ermittelt
werden.

F(p)= 0P dt, p=s+jv

t=0
Fur die Impulsfolge resultiert ein wenig anschauliches Ergebnis. In diskretiserter Form kann eine an
diskrete Sttzstellen gebundene Laplace- Summe gebildet werden.

Fﬂmzéemmnm

Mit f(n) = e ™ folgt der diskretisierte Frequenzgang zu
Fn(p) =1+e (p+1) + +e 2(p+2) +e 3(p+3) + ... +e n(p*,
wobel p=s +jw dskomplexer Zeiger aufzufassen igt.

" Dobesch, H.: Laplace-Transformation von Abtastfunktionen. VEB Verlag Technik Berlin, 1970
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Rechnungen mit Impulsfolgen

Zur Veranschaulichung der Eigenschaften von Produkten und Summen von Gauld- Impulsfolgen
sen zundchg enige Beisiide dargestdlt, bevor verdlgemenerbare Eigenschaften diskutiert
werden.

Differenz zweier Impulsfolgen

Subtrahiert man Funktion imp(x) und verschobene Funktion imp(x-X,) voneinander, entstehen
Impulsformen, wie Se aus der neuromedizinischen Diagnostik bekannt sind. Bis hinunter zu x,=2
blebt die Impulshthe erhdten, erst furr x,= 1 verschleifen positiver und negativer Impuls miteinander.

mp(x)—1mpix—1)
molx)-1mpix—B) ——
mo(x)-1mpix—3) ——

1 mp(x)-1mpix—4) ——
mo(x)-1mpix—B8) ——
DD -

Summe und Produkt von Impulsfolgen

Im folgenden Bild snd Summe und Produkt der Funktionen imp5(x) und imp6(x) dargestellt. Die
Produktinterferenz (untere Kurve) zeigt ein scharferes Selektionsverhdten. In Abhangigkeit von der
Schwellenhthe entstehen sichtbar verschiedene Ergebnisse.

imp5(x)*imp6(x)
(imp5(x)+imp6(x))/2 —— -

- P

o o o o
o N A o ©® L 0N b

IS}
N}
I

o
IS
I

Diskretisierte Summe (OR) von Impulsfolgen

Um zu untersuchen, inwiefern Sch Multiplikation und Addition zweier Zetfunktionen unterscheiden,
wollen wir die Impulsfolge in Form diracartiger Stél2e mit Einheitshthe untersuchen.

Werden grolée Zeitintervalle mit schmaen Impulsen betrachtet, kann die Ergebnisfunktion mit den
Abtastwerten der Maxima approximiert werden. Im Bild dargestdlt ist die diskretiserte Summe
imp20(x)+imp30(X). Die Indizierung 20 und 30 gibt den zeitlichen Folgegbstand der Impulse an.
Durch Abzahlen kann trivid gezeigt werden, dal? auch fir Impulse die aus der Wechsd stromtechnik
(Amplitudenmoduletion) bekannte Impulsfrequenz-Vervidfachung  eintritt, sofern  Funktionen
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tellerfremd verschiedener Frequenz und Phasenlage summiert werden. Im Unterschied zu snoidalen
Funktionen konnen wir be diracartigen Pulsfunktionen offenbar die Einzelfrequenzen addieren, um
die Ergebnisfrequenz zu erhdten

fout £f1 +f2 + ...+fn

wenn f, die vom Summeator gelieferte Frequenz, und f,, f,,..., f,, die Eingabefrequenzen darstellen,
gesignete Schwellenfestlegung vorausgesetzt.

(imp20(x)+imp30(x))/2

-0.

o o o o

A M ONM M O 0 B N b
T
|-

-0. L L L
Die Frequenzen verhdten sich reziprok zu den zeitlichen Impulsabsténden f, = 1/t ., fdglich gilt fir
den Summator ebenso

1 _ 1 1 1
fotEg =+t +¢

wobei t, t,,..., tdieZeitabstande der eingehenden Impulse charakteriseren.
Esigt zu beachten, dal? die entstehende Frequenz f,,, inhomogene Absténde der Impulse innerhab
jeder Periode besitzen kann, und dal3 die berechnete Ausgabefrequenz einen u.U. nicht direkt aus
dem Bild ablesbaren Mittelwert reprasentiert.

Beispiel

FUr unser Beigpiel kann geschrieben werden:

f .= 1/20ms + 1/30ms = 1/12ms = 83,3 Hz,

oder

imp20+imp30 = impl2.

Dieser Fdl entspricht der Boole€'schen OR- Funktion, dem Maximum- Operator der Fuzzy- Logic,
oder dem mit dem Wert jedes Eingangs gewichteten Output in der Schwellwertlogik.

Diskretisiertes Produkt, Multiplikation (AND) von Impulsfolgen

Produkte von Impulsfolgen liefern nur an Stelen gemeinsamer Vidfacher (an der Stdlle enes
| nterferenzknotens) den Wert Eins.
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T
imp20(x)*imp30(x) - 7

o o o o

& N o N M O ® BN A

0
-0.

Sind die Funktionen teilerfremd, d.h. gibt es keine Uberdeckung zwischen gemeinsamen Vidfachen,
S0 wird das Ergebnis der Multiplikation beal idedisgert schmaden Impulsen Null sain.

Im Bild dargestellt ist das Produkt a(t)* b(t) = imp20*imp30. Esis zu erkennen, dal3 nur Vielfache
der Eingangsfrequenzen eine Ausgabe liefern, im Ergebnis entsteht die Produktfolge imp60.

Zur Herleitung des Verknipfungsprodukts wird zur Darstdlung einer Impulsfolge eine Folge von
Einzdimpulsen d(t-nt) betrachtet.

a(t) =i_§n dit- ita)

b(t) =S d(t- jts,

Als Losungsmenge entsteht bel der Multiplikation der Folgen die Schnittmenge fur dle gleichen
Produkte

it a— ]t b-

Alsdlgemene LGsung entsteht die Impulsfolge

y(t) = i’f?n d(t- nt), mtt =it, =]ty Multiplikation von Impulsfolgen

Se bestzt die Frequenz

1_ 1 1 L0 Tp
f=z=g==—=—= t- =
Uit it i ta

Beispiel

Fur unsere Produktfolge in obigem Bild gilt

t,= 20ms, t, =30ms

i/j=30ms/20ms=3/2

t=1f,=120ms=j30ms=60ms

oder

imp20 - imp30 = imp60.

Dieser Fal entspricht der Booleschen AND- Funktion, dem Minimum- Operator der Fuzzy- Logic,
oder dem mit der Summe der Eingange gewichteten Output der Schwel lwertlogik.

Identitat von Summe und Produkt

Interferenzielle Abbildungen snd an lokde Multiplikation in den Empféngern gebunden. Bel der
Behandlung von Impulssammlern hingegen stol2en wir auf das Problem, Neuronen vom Typ des
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Addierers zu benttigen. Erlernt das Neuron seine logische Funktion? Kann es die logische Funktion
andern?

Die Untersuchung der Wirkung der Glia aus informatischer Sicht zeigte eine Schwellenanhebung des
betreffenden, neuronden Gebiets an. Refrakteritét fihrt ebenso zur  vorlbergehenden
Schwelenanhebung. Die Vermutung liegt nahe, dad die Schwelenanhebung ene fur die
Neuro-Informatik relevante Bedeutung besitzen kénnte.

Sehen wir uns das Ergebnis einer Schwellenanhebung zunéchgt im Beispid an. Die Smulation zeigt
nochmals eine bereits oben dargestellte Summeation zweier Impulsfolgen mit den Abstanden 20 und
30 zwischen den Impulsen. Benutzen wir den Schwellwert a ds Entscheidungsschwele fir Erregung
oder Ausgabe eines Neurons, so entsteht eine dichte Pulsfolge, die die Summation der Folgen
représentiert. Heben wir nun die Schwelle auf das Niveau b, so bemerken wir eine Ausdiinnung der
Ergebnisfolge. Vergleichen wir diese Ausdiinnung Wert fir Wert mit dem weiter oben dargestelten
Ergebnis der Multiplikation zweler Impulsfolgen, stdllen wir 1dentitét fest!

Schwelle zur Ermittlung

16 I ] des Produnkts

12 | ]

08 | ]

04 [ i Schwelle zur Ermittlung
0 der Summe

imp20(x)+imp30(x) :

0 50 100 150

Esist zu erkennen, dal3 eine Schwellenverschiebung etwas gleichartiges vollbringt, wie der Ubergang
vom additiven auf den multiplikativen Verknipfungstypus. Offenbar ist die Operation der
Multiplikation pogtiver Impulsfolgen identisch der Summation mit verschobenem Schwel lwert.
Be nachfolgender Triggerung ist der Satz anwendbar, dal? die Multiplikation postiver Impulsreihen
gleich igt deren Addition ssmt Schwellenanhebung, in Zeichen

y(t) = f1(t) >fo(1) .. Fn () = F1 () + o () + ... +Fa (1) - C Identitat von Summe und
Produkt

mt C=n-12 fir f (2 =1

f{Z} mbge die Impulsfolge darstdlen, C mbge die Schwelenanhebung in Bezug auf die Amplituden

der Eingangsfolgen charakteriseren. C ist von der Summe der Eingangsspannungen zu subtrahieren.
Der auswertbare Schwellwert ausgangs der Formel liegt bei Null.

Dieser Sachverhdt sollte nicht nur im Beispid gelten.

Beweis

Zum Beweis gehen wir von diskret vorliegenden Impulsmengen aus, deren Wertevorrat im Bereich
der nattirlichen Zahlen liegen mag. Es mdgen zwe Impulsfolgen n=2 genligen.

Die Multiplikation kann in Form einer Folge dargestel It werden:

f,=1(@a)

f,=1( b)

f, f,="f(@a) f( b)

Nun moge aber fur natlrlichel, j, a, b gelten
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f(x) f(y)=0 fir xly
f(x) f(y)=1 fir X=y

Unmittelbar
als ia=jb folgt f,f,=1
ais ialjb folgt f, f,=0
und daraus

f, f, =f@a)f(b)
=f(la'jb) furdle ia=)b

Fur die Summation mit um C = n - 1/2 erhohter Schwelle gilt dagegen
f,=1(@a)
f,=f( b)
f,+ f,="fa+ fGb) -C
Das Ergebnis kann zerlegt werden in zwel Folgen verschiedener Hohe.
f,+ f,= 2f(2 + f(sonst) -C
In der doppelt hohen Folge finden wir die Multiplikation wieder
z=zia=jb
Seis genau dort, wo
z=ia jb gilt seheoben.
Fadichgltmt n=2: C=n-1/2=15
f,+ f,= 2f(2 + f(sonst) - C

= 2f(iajb) + f(sonst) - C

=f(ia"jb)
furdle ia=jb;, wzw.
Das it das Ergebnis der Multiplikation.

Ersatzschaltung Multiplizierer/Addierer

Wie kann man dch ene technische Rediserung eines Multiplizierers fir Impulsfolgen vorgdlen?
Offenbar snd die einkommenden Signawerte zu addieren. Im zweiten Schritt wird mit einem
Komparator gleichzetig die Schwellenhthe festgelegt und das Ausgangssignd digitdisert, Werte
oberhalb der Schwelle werden mit 1, Werte unterhalb der Schwelle mit O ausgegeben.

) D o 5y
VA

g Skalierung S

/
n% } y Multiplizierer/Summierer:
\ Ersatzschaltung a) und Symbol b)
Summe Schwelle Mit dem Schwellwerteingang s wird
gleitend die Funktion eingestel|t.
S s=1/(2n)  OR-Charakteristik (Summe)
s=1-1/(2n) AND-Charakteristik (Produkt)

Das Schdtsymbol ist im Sinne der Schwdlwertlogik zu lesen: Die Ausgabe wird pogtiv (1), wenn
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die Summe der mit 1 gewichteten Eingdnge a...z grol¥er ist ds k. Der an den Eingang s anzulegende
Wert entspricht direkt dem in das Symbol des Schwel lwertgatters einzutragenden Wert fir k.

In der technischen Rediserung is die Ersatzschatung fir numerische Implementierungen geeignet.
Be Rediderung in Hardware sollten die an den Summierer anzulegenden Signdspannungen a...z
vorher mittels Spannungsteiler auf das 1/n-fache reduziert werden, entsprechend wird s bzw. k um
Un reduziert.

Pulsverknipfende Schaltungen

Mit der Entschliissdlung der informatorischen Wirkung von Schwelenverschiebungen stehen Mittel
zur Verfiigung, biologische Informationsverarbeitung zu studieren. Wenn eine niedrige Feuerfrequenz
eines Neurons einem logisch niedrigen Sgnawert, und eine hohe Feuerfrequenz einem logisch hohen
Sgndwert entspricht, so bildet die Multiplikation (AND) zweier Impulsolgen  ene
Ergebnisfrequenz, die Sets kleiner oder gleich der kleingen, einkommenden Frequenz i<

diinn dicht | dicht
& — 11

diinn

dicht

diinn

Die Addition (OR) bildet eine Ergebnisfrequenz, die stets grofer oder gleich den einkommenden
Frequenzen ist. Da hemmende Synapsen und deren Funktion bestens bekannt sind™ | steht auch ein
ggndinvertierendes Element zur Verfligung. Unter der Mal3gabe, Multiplikations- oder
Additionsverhdten enes Neurons werden Uber Schwellwerte eingestellt (dabel werden die
Eingangsgewichte der Synapsen entsprechend aktivierend oder hemmend modifiziert), i die
biologische Informationsverarbeitung mit Impulsen somit Uber den Zwischenschritt  der
Schwe lwertlogik vollsténdig auf die Grundelemente der Boolsche Algebra (AND, OR, Inversion)
abbildbar.

Relationen zwischen Impulsmengen

Schreibweise

Sttt der Impulsfunktion eines Einzdimpulses d(t-t) soll vereinfacht das Argument, der Zeitpiunkt t
des Maximawertes des Impulses, in geschweifte Klammern geschrieben werden

dit - t)if {t} fir t1 G

Andog soll eine Impulsfolge einfacher durch den Folgeabstand der Impulse [nt ] bezeichnet werden.
Unabhéngig davon wird die Menge der Einzdimpulse (die zB. zu ener Impulsfolge gehdren) mit
eckigen Klammern bezeichnet.

¥§od(t- nt)cg [nt] fir [nt]T G (aberasMenge: {X} = {Xo,X1,...Xn}) .

Addition/Subtr aktion

Die Impulse zweier Impulsfolgen addieren sch ds Vereinigungsmenge, wenn entsprechend niedrige
Schwel lwerte betrachtet werden.

™ JDudd in Schmidt, R.F., Thews, G.: Physiologie des Menschen. 24. Auflage, Springer 1990, S.45 ff
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X +{ ={XEYV} ={X\}

Esig glechgliltig, ob Einzdimpulse {x} oder Mengen von Einzdimpulsen {X} zur Verfligung stehen.
Kommutation

Die Zusammenfassung zweier Impulsmengen ist kommutativ.

{X, ¥} = {Y, X}

Multiplikation

Wird vorausgesetzt, dald das Argument nicht in der Form (t-nt) substituierbar ist, und dal3 x und 'y
tellerfremd and, gilt

imp(x) * imp(y) = imp(x* y) baw. [X]* [Y¥] =[X*Y].

Man beachte, dal3 die Multiplikation der Funktionen ds Multiplikation der Argumente ausgefuirt
wird, und umgekehrt (1).

Die Impulsmengen bilden den Durchschnitt.

{X}* {¥} ={XC ¥}

Division

Unter der Voraussetzung, dal3 das Argument nicht in der Form (t-nt) substituierbar ist, und unter
der Annahme, dal3 x und y ohne Rest dividierbar sind, gilt formd

imp(x) _ im (Z‘

imoy PG,

bzw.

X Jz]

i Lyl

Man beachte auch hier die Wechse beziehung zwischen Funktionswvert und Argument.
Potenz

Unter der Voraussetzung, dal3 die Impulsform des Ergebnisses  imp(x) vernachlassgbar ist
(Rechteck), gilt

(imp(x))" = imp(x)

bzw.

{X3"={X"} ={X}

Vidfache

Vidfache von Impulsen snd be multiplikativer VerknUpfung im kleingen, gemeinsamen Teler
enthdten. {X} is echte Tellmenge von {Y}, wenn gilt

Welle2

Wanderung der
Maxima

Zeitliche Wanderung gegeneinanderlaufender Impulsfolgen gleicher geometrischer
Wellenlange. Die Maxima erregen stets diegleichen, im Abstand der halben Wellenlange
liegenden Orte. Zwischen Frequenz und Ort besteht eine Zuordnung.
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M1 {x,
[Y] = n[X],

TN und Y>X baw.
N.

fur alle
fur ale

-_

Y
X
Y _
;—n, n

U % DB+ @] 4ouad Fu - Ly <381

L% DER8H 40 40 4m38 13 -0 P 3]

E]
Wandernde Interferenzmaxima fir teilerfremd Stehende Interferenzmaxima mit Dreiteilung
verschiedene Ausbreitungsgeschwindigkeiten fur verdoppelte Ausbreitungsgeschwindigkeit
der Wellenfronten einer Wellenfront
splot v,u,imp5(u+0.5*v)+imp5(u-1*v+20)

splot v,u,imp5(u+0.4*v)+imp5(u-0.7*v+20)
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Wanderung von Interferenzmaxima

Sofern wir den Mechanismus der Code-Raum-Zuordnung Uber Interferenzen ds urséchlich fir die
prinzipielle Moglichkelt des Lernens loka operierender Nervenzellen in stochagtisch verschalteten
Netzen anschen mogen, s0 ist doch zu prifen, unter welchen Codepaarungen diese Zuordnung
Uberhaupt bestehen kann.

Eine Zuordenbarket zwischen Code und Raum ist an eine Bedingung gekniipft. Nur wenn sich die
Interferenzmaxima an stets gleichen Orten ereignen, heben sich diese Orte energetisch gegen ihre
Umgebung ab. Die Prifung dieses Sachverhdtes moge bana erscheinen, da aus der Optik
Interferenzmuster in Linienform bekannt sSnd. Eine genauere Untersuchung erbringt alerdings
Uberraschende Ergebnisse.

Gegenlaufige Wellen in Selbstinterferenz

Zunéchgt en Begpid. Zwe Impulsfolgen, bestehend aus jewells sechs Impulsen im Abstand von
funf Einheten, mbgen zur Prifung des Vorhandensains zetinvarianter Maxima wie dargestdlt
gegene nandergeftinrt werden.

y = plot imp5(x)+imp5(20-x)

Eine Impulsfolge kann in dementarer Form z.B. aus Einzdlimpulsen bestehen.

imp5(x)=exp(-x** 2)+ exp(-(x-5)** 2) + exp(-(x-10)* * 2)+ exp(-(X-15)* * 2) + exp(-(x-20)* * 2)+ exp(-(x-25)* * 2)+
exp(-(x-30)**2)

y dx/dt=v
1 _ /
° > y(x, 9
05 f y =/imp5(x) 1 -
0 L 7
, , , Xq N
0 5 10 15 20 X

Zur Darstdlung der Wanderung der Fronten bedienen wir uns ener parametrischen Darstdlung mit
normierten Grof3en.

Entlang der x-Achse wird jewalls fir jeden normierten Zeitpunkt t/t, die Wellenfront berechnet,
Parameter dafir ist v. Entlang der y-Achse wird die normierte Ortsfunktion x/x, berechnet,
ausgedriickt durch den Parameter u. Der Funktionswert selbst wird in z-Richtung aufgetragen. Die
Amplitude a entsteht ebenfalls aus einer Normierung.

v=th,; u= x/X,; a= 17z,

z= {imp5(u+0.4*v) + imp5(u-0.7* v+ 20)} ;

Fur GnuPlot folgt eine in den Bildern zu bemerkende Dargelungsform

splot v, u, imp5(u+0.4*v) + imp5(u-0.7* v+ 20).

Multiplikative Verknipfung der Wdlen verschéft die Darstellung der Maxima.
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Fur gleiche, geometrische Wellenldange und gleiche Ausbreitungsgeschwindigkeit ist in diesem Fal
der Abstand x der Maximagleich der haben, geometrischen Wellenlangel ,

Xx=112=%v(t,,, -t,).

Das dies nur en Sonderfall ist, zeigen die Bilder der Konturen anderer Wellenpaarungen.

Bestimmungsgleichungen fir Maxima

Orth

X02

w1
Bestimmung des Wanderns der Maxima

anhand eines 2-dimensionalen Modells.

W1, W2: Wellenfronten
R (xI , ti): Interferenz-Maximum
W2 Xo1Xgp: Startwerte

t. —>
Zeit t

Ausgehend von den Gleichungen einer Impulswvdlein der Zeitform und in der Ortsform

Zt) =f(t - to), %) =f(X- Xo,

kenn mit x = £t, x, = &t, eine Wellengleichung in Abhéngigkeit von Ort und Zeit

zZ(x,t) = f(x- t)

2x,t) = f(x- Xo - T(t- to)

gechrieben werden. Offenbar |8 sch die Losung dieser Gleichung fir Abhangigkeiten zwischen
Ort und Zet ins Zwedimensonde verlagern, wenn nur die Ausbreitungsrichtungen der Maxima
verfolgt werden. Fir jede Welle kann dazu die Geradengleichung aus dem Argument gezogen
werden.

Xj = % (ti - to) +X.

Mitto = 0 und v = <* folgt

t :%(Xi' X0) =3 (X; - Xo

v ig die Ausbreitungsgeschwindigkeit der Welle. (Die vertauschte Kausdlitét, Zeit als Funktion des
Ortes zu betrachten, mdge dem einfachen, mathematischen Ansatz geschuldet sein).
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Amplitude [z]
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Ein Beispid zu interferentieller
Wirkung. Wahrend die einzelnen
Wellen kaum zu erkennen sind,
hebt sich der Impuls am Ort der
Interferenz deutlich hervor.

20

Zu bestimmen sind die Interferenz-Maxima as Schnittpunkte P, (x, t;) je zweier Welenfronten.
Dazu snd die Geradengleichungen der zwel Wellen gleichzusetzen, und nach dem Ort x; aufzulGsen.
Der z2wete Term sa zunéchg gleichfals mit postiver Richtung (v) definiert.

ti = g% - Xo1) = 5;(Xi - Xoz
Mit ¢ = 2 kann diese Gleichung nach X, aufgel ot werden.

-1 1
Xi = 1_%X01 1 Xof

_ 1
Xi=—gXo1- v
. 2

¢ resubdtituiert folgt as Gleichung fur die Besimmung des Ortes eines Interferenzmaximums.

Ba Losung diesr Glechung fir entgegengesetzt verlaufende Welen ig die jewalige

Geschwindigkeit v, mit negativem Vorzeichen einzuftihren!

Zur Bestimmung dler Orte x, der Maxima wére jede durch eine Geradengleichung ausgedriickte
Wellenfront mit jeder zu iterieren. Aus dieser Iteration entsteht eine Menge von Orten M = {x}.
Die energetische Erhohung dieser Orte flr einen Code ist umso grofer, je kleiner diese Menge {x;}

sch darstdlt, d.h. je weniger Elemente Se besitzt.
#{x} ® min.

Notwendiges Kriterium fir die energetische Abhebung einer Codereferenz auf definierte Orte ist die

Beschranktheit der Menge M der Orte von Maxima.
Durch Rekurson fir -c = n, n{E 2, 3,..} (ni

N c=2) kémnen fir ganzzehlige

Talerverhdtnisse zwischen v, und v, Beziehungen zur Ermittlung des Ortes  x, der Interferenz
zweler Wdlen hergdetet werden. ¢ ist aufgrund der Gegenl&ufigkeit beider Wellen negativ.

— . 1
c=-1L Xi = ;(X01 + Xo2
1 .
=-Nn: = = + P =
c=-n Xi n+l(n Xo1 * X02), n|(I®I‘Q Xi = Xg
1 .
= - . P= = + L=
c=-1n: Xi n+1(X01 N Xo2), nIg@rQ Xi = Xo

So ergibt Sch fir ¢ = -1 trivid ene Habierung des Intervdls.

Gleichlaufende Wellen in Selbstinterferenz

Zur prinzipidlen Kléaung der Frage, wie es moglich is, auf pardldliegenden Letbahnen
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(Ruckenmark) einen weit entfernten Empfangsort zu adresseren, der sich von hunderten anderer
Empfangsorte einzig durch seinen verschiedenen Abstand zum Sender (Pdlium) unterscheidet, ist es
ndtig, in gleche Richtung laufende Wdlen auf verschieden schndl leitenden Bahnen auf
Interferenzmaxima zu untersuchen.

Zeit tT

In gleicher Richtung verlaufende
Wellen besitzen Maxima, die
aullerhalb der Quéllorte x,,, X, liegen.
Damit wird es moglich, Uber das
Geschwindigkeitsverhdltnisin der
Ausbreitung beider Wellen einen
Empfangsort x; zu bestimmen.

\4

—
Ort x

Obiges Bild zeigt das Wirkungsprinzip. Ist die Geschwindigkeit v, kleiner ds v,, erschent
Interferenz beider Wdllenziige aul¥erhab des Intervals zwischen beiden.

Mit oben gezeigter Herleitung
_ 1 1 =V
Xi = 1_—%X01 - X undC =y
sand weitere Spezidfédle von Interesse.
c=+1 lim x; =+¥
c® 1

— . 1 :

=+ == - -
c=+n: Xi = —(NXo1 - Xo2), nlérg Xi = X

— . -1 ; —
c=+1/n: Xi = 7—(Xo1 - NXo2), liM Xxj =X

Impulse gleicher Latgeschwindigketen interferieren be glechem Vorzeichen ¢ = 1 g im
Unendlichen. Je ndher v, und v, beenanderliegen, desto weiter entfernt entsteht die Interferenz.
Zur Diskusson des Grenzfales ¢ = +nist zu beachten, dal3 eine hohe Latgeschwindigkeit von v,
mit eéinem flachen Angtieg der Welle 2 verbunden i, folglich treffen die Wellen bei x,,, zusammen.

X B S
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Gleichlaufende Wellen in Fremdinterfenz

Wdlen, die zu verschiedenen Zedtpunkten ausgddst werden, und die mit verschiedener
Geschwindigkeit in diesslbe Richtung laufen, verursachen nach densdben Prinzipien, wie oben
dargestdlt, Interferenzen an entfernten Orten. Der Abstand s des Interferenzortes richtet sich nach
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der VerzOgerung t der Eingpeisung des zweiten Impulses, wie nach der Geschwindigkeitsrelation
der voneinander verschiedenen Leitgeschwindigkeiten der beiden, betrachteten Bahnen.

Generierung einer Interferenz an
einem entfernten Ort mittels zeit-
versetzter Impulse (Fremdinterf.).
to2 A N Wird die Welle 2 umt verzogert,
t aber am selben Ort Xp eingespei &,
Vi entsteht an einem Uber die Leit-
tog geschwindigkeiten definierten Ort
o % eine Interferenz im Abstand s.

—
Ort x

Zeit t T S >

FUr das dargestdlte System lauten die Geradengleichungen:

(D) ti=Vvi(Xi- Xo) + 1o

(2t =vaX; - Xo) * o

Glechsetzung ligfert eine Beziehung zwischen der Verzogerung t der Eingpeisung des zwelten
Impulses, der Entfernung s des Inteferenzmaximums vom Eingpeisungsort, und den
Geschwindigkeiten v, V..

_ loo-lon __ Vovi
Xi- Xo =T =% (toz - tos

2R

s _ vavi
t T vy

Beispiel

Fur die Leitgeschwindigkeiten v, = 30 m/s,v, = 10 m/s und eine Verzogerung bel der Einspeisung
entsprechender Impulse in verschieden schnelle Leitbahnen t = 20 ms folgt eingesetzt ein Abstand
der entstehenden Interferenz von s = 30 cm.

Fremdinterferenz einer
Amplitude [2] o = Impulsfolge.

= > Zu den Zeiten v = 0,5,10,15
werden bel u =0 Impulse
in Leitbahnen verschiedener
Leitgeschwindigkeit gespeist.
Im Beispiel sind die Geschwin-
digkeiten so gewahlt, da3 sich
eine Interferenz am Ort u = 20
zur Zeit v = 20 ergibt.

20
Zeit [v]

Esig zu erkennen, dal3 erst Interferenzerscheinungen die prinzpiele Adressierbarkeit von Regionen
definierter Entfernung z.B. im Rickenmark erklaren konnen. Ein Auswandern des Interferenzortes
infolge von (temporaren) Lasionen hat akut die (temporére) Nichtadressierbarkeit des betreffenden
Gebietes zur Folge, wenn infolge der Lason Versorgungsprobleme der betreffenden Nerven
entstehen, infolge derer die Letgeschwindigkeiten verandert werden.
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Maxima periodischer Zeitfunktionen

Um Aussagen Uber die energetische Anhebung bestimmter Orte durch periodische Codes bzw.
Impulsfolgen zu gewinnen, s&8 zunéchs das folgende Bild betrachtet. Es snd zwe
gegena naderl aufende Folgen von Wellenziigen dargestdllt, die verschiedene

Zeit tT Zeit tT

b)

|1 (N |2____>

Ausbreitungsgeschwindigkeit und verschiedene Wellenldnge besitzen.

Zur Beurtellung ener Haufung von Interferenzmaxima auf wenigen oder diskreten Orten genligt es
offenbar, die Verschiedenheit der Interferenzorte aufeinanderfolgender Wellenziige X, X;, 4., 2U
untersuchen. Weichen x;; und X;,,;,, auch nur ein inkrementelles Sttick voneinander ab, driftet der
Interferenzort langsam weg. Eine Haufung von Maxima an diskreten Orten kommt nicht zustande.
DXij = Xij = Xiu1je1 =07

Ja Die Maxima heben sch energetisch ab, Ortssalektion ist moglich.

Nein:  Erhche i oder |. Bilde x,,; bzw. x;,,. Prife die Differenz mit dem neuen Ort ermeut auf
Null.

Besitzt eine der Wellen die k-fache Wellenlange der anderen, ist es mdglich, dald Schritt zwel etwa
k-ma ausgefihrt werden mul.
Fur den Sonderfdl ¢ =1 (gleiche Geschwindigkeiten beider Kande) sind die aus Fourier- und
Laplace- Trandformation gdaufigen Regeln anwendbar. Nur in diesem Fdle kann die
Ergebnisfunktion f(t) aus der Fatung

T
f(t)= ogt) h(t - t)dt

0

der Zeitfunktionen g(t), h(t) miteinander abgeleitet werden.
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